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Véta o tfech potencidlech.

Necht Q C R3 je omezena oblast s dost hladkou hranici a u € C?(Q). Pak pro
kazdé x € Q plati
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Metoda hraniénich prvkii a ...
|—Vt‘éta o tfech potencialech

klasické Ye$eni Dirichletovy - Neumannovy tlohy

Uvazujme Dirichletovu - Neumannovu tlohu

-Au=f v Q,

(DN) u=g na [y,
du

g, & m M,

kde Q C R3 je omezend oblast s dost hladkou hranici 9Q =T, UT,, g € C(I1),

g € C(IL), f € C(Q). Z véty o ttech potencidlech vyplyva:
je-li u € C?(Q) klasickym ¥egenim tlohy (DN), plati pro kazdé x € Q

:mx)=1/ L1 fy)dy+

o 47 [x —y|

1 1 du d 1 1
+/—7— ds—/——iu ds,.
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Problém:
(y)=7naly, u(y)=7nal,.



Zjistili jsme, Ze pro kazdé X € Q plati
u(%) = / L ) dy+
e _ o t\Ww)ay
4r || =yl

1 1 du d 1 1
i@~ | g Gy w4

Odtud limitnim p¥echodem (2 > X — x € 0Q2) dostaneme, Ze pro kazdé x € 0Q
plati
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to znamend, Ze pro kazdé x € 09 plati

1 / 1 1
—u(x)= [ ———Ff(y)dy +
200= foan ™)

=:No(F)(x)

1 d 1 1
+/ y / —(———)u(y)ds,.
o0 47 [x — Y||d’7( )ds an"y(47T||X—Y||> () ds,
= V( 2)(x) =:K(u)(x)

Zjistili jsme, Ze pro Yedeni u € C?(Q) tlohy (DN) na 09 plati

%u = V(j—g) — K(u) + No(f).




Metoda hraniénich prvkii a ...
|—Slabé FeZeni a hrani&ni integralni rovnice
[ prostor HI(Q)

Nyni se pokusime v3e zobecnit i pro slabd FeSeni. Klitovd otdzka je, kde (v jakych
prostorech) hledat zobecn&ni funkei u € C3(Q); ujpo, §% € C(09Q).

Nejd¥ive si pfipomelime si definici Sobolevova prostoru H'(Q), kde Q C R3 je
omezena oblast s lipschitzovskou hranici, a vétu o stopéach.

(Q) pro kazdé i} = CQO(Q)H Iy

HY Q) == {u e 3(Q): 8

lull, —\// u2dx+/ |V ul?dx.

Existuje pravé jedno spojité linedrni zobrazenf{

Véta o stopach.

T: HY(Q) — L*(09)

takové, Ze B
Yue C(Q): Tu= upq.



Metoda hraniénich prvkii a ...
|—Slabé FeSeni alhraniénl' integralni rovnice
L prostor H2 (89)

D4 se ukdzat, ¥e operdtor stop T : H(Q) — L?(0Q) neni na.
Definujme prostor stop

HE (09) = T(HYQ)). llglly ==inf {|v], : veH(Q), Tv=g}.

D4 se ukazat, ze Hz () je Hilbertiv prostor.

Problémem zistdvd, kde hledat (jak definovat) j—n
ni

Inspiraci mize byt zobecn&nd Greenova véta. Z
a v e HY(Q) plati

plyne, Ze pro kazdé u € C?(Q)

/—AuvdX:/Vqudx— d—Tvdsx,
Q Q o dn

/ —Tvdsx—/Auvdx+/Vqudx
50 dn

a proto taky



Metoda hraniénich prvkii a ...
|—Slabé FeSeni alhraniém' integralni rovnice
L prostor H 2 (9Q)

Véta o spojitém rozsiteni.

Existuje spojité linedrni zobrazeni
e H2(09Q) — HY(Q)

takové, Ze .
Vg e H2(0Q) : T(e(g)) =&.

Definice.

Pro kaZdou funkci
u€ Hy ={ueH(Q): Auecl?Q)}
definujme zobrazenf
j% © H3(69Q) » R

predpisem

d
d—u(g) ::/Aue(g)dx—i—/VuVE(g)dx.
w Q Q



D3a se ukdazat, Ze
o pro kazdé u € HA(Q) = {u e HY(Q): Aue L?(Q)} je

du

e (H%(ag)* —: H(09);

o pro kazdé u e C%(Q) a g € H2(09Q) je

du du > ou
)= [ Teds [ (Za—xl_nf>gdsx,

i=1

o pro kazdé u € H2(Q) a g € H2(99Q) je

3
Wig) = /m (Z T(5) m)gdsx;

i=1

o {(upn, §¢) : u € C>(Q)} je hustym podprostorem H2(09) x H™2(8%).



Metoda hraniénich prvkii a ...
|—Slabé FeZeni a hrani&ni integralni rovnice

Zobecn&na véta o tfech potencidlech

Véta o tfech potencialech.

Necht Q C R3 je omezend oblast s dost hladkou hranici a v € C?(Q). Pak pro
kazdé x € Q plati

u(x):—/ L ;Au(y)dy-i-

o 47 [x =y

1 1 du d 1 1
+/ e ds—/——iu ds,.
i@~ | g Gy )4

Zobecnénd véta o tfech potencidlech.

Necht Q C R3 je omezend oblast s lipschitzovskou hranici a u € HA(Q).
Pak v Q plati
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u(x)=— [ ——=—Au(y)dy+
(== J ey e

du 1 1 / d 1 1
+ ==y - [ (=) T(uly)) ds,.
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P¥ipomefime si: je-li u € C?(Q), —Au = f v Q, plati pro kazdé x € 99

1 /1 1
—u(x)= | ——f(y)dy+
2'0)= Jam V)

N

=:No(f)(x)

1 1 du d 1 1
+/——— ds—/———u ds,,
i 0%~ [, G ey 09

—V(#)(x) K (a)(x)
tzn. 1 q
u
Eu = V(&) — K(u) + No(f).

Odtud plyne (da se ukézat, Ze existuje V‘l)

du_

b _ V_1<l, + K) (1) = V1 (No(F)).

2




Situaci Ize zobecnit: je-li u € Hi(Q), —Au = f a Tu = g, plati

Y VAR (@) -V (M()
n N 2 L N——
:‘:gg =:Nf

o S: Hz(dQ) — H™2(dR) ... Stekloviiv - Poincarého operator,

o N: [2(Q) — H 1(09) ... Newtoniiv potencial.

—Au=FfvQ N —Au; =0 —Au, =f
-y u=u - )
u= g nadQ L mw=g up =0

d_u - dU1 + dU2
dn ~ dn dn -~
~— =~

=Sg =—Nf



Metoda hraniénich prvkii a ...
|—Slabé FeZeni a hrani&ni integralni rovnice

slabé hrani¢ni fedeni Dirichletovy - Neumannovy dlohy

—Au=f v Q,
=0na
(DN) 4 L
du
% = h na |_2,

kde Q C R3 je omezen4 oblast s lipschitzovskou hranici 9Q = I'; U T,
I, ma ,kladnou miru*, h € L2(T,), f € L2Q).

Slabym YeZenim dtlohy (DN) rozumime funkci

ueW:={ve H(Q): Tv=0nal;}
takovou, Ze
YWweW: [(VuVvdx = [,fvdx+ fr2 hTvds.

Slabym hrani¢nim YeSenim dlohy (DN) rozumime funkci

ueW:={veH:(0Q): v=0narli}
takovou, Ze
VveW: (Suv)=(Nf v)+ [ hvds.



Metoda hraniénich prvkii a ...
|—Slabé FeZeni a hrani&ni integralni rovnice

slabé hrani¢ni FeSeni Signoriniho problému

—Au=fFf v Q,
u=20 na I,
d
d%’:o na Iy,
(SP) u—g >0 na I,
d
d—:zo na [,
d
d—Z(ufg)zo na g,

kde Q C R? je omezend oblast s dost hladkou hranici 0Q =T, UTUT,,
fel?Q)age L(T.).

Slabym ¥eZenim dlohy (SP) rozumime funkci

ueK:={veH(Q): Tv=0nal, Tv—g>0nal.}
takovou, ze
YWwek: [VuV(v—u)dx> [of(v—u)dx



Metoda hraniénich prvkii a ...
|—Slabé FeZeni a hrani&ni integralni rovnice

slabé hrani¢ni FeSeni Signoriniho problému

—Au=fFf v Q,
u=20 na I,
d
d%’:o na Iy,
(SP) u—g >0 na I,
d
d—:zo na [,
d
d—Z(ufg)zo na g,

kde Q C R? je omezend oblast s dost hladkou hranici 0Q =T, UTUT,,
fel?Q)age L(T.).

Slabym hrani¢nim YeSenim dlohy (SP) rozumime funkci

veK:={veH2(dQ): v=0onT, v—g>0onT.}
takovou, Ze
VveK: (Suv—u)>(Nf,v—u).



( —Au=1f v Q,
u=20 na I,
du
E = 0 na rf,
(SP) u—g Z 0 na rCr
du
- > rCr
i = 0 na
:—Z(u—g) =0 na I 0
kde 01
Q Q = {(X,y) e R2 . X2 +y2 < %}r —0.2-

Mo={(xy)€0Q: x| <2, y>0} | .l

oM ={(x,y)e0Q: |x| < %, y <0}, | o]
[+ rf = 89 \ {ru U rC}y ~0.5— ;0.2
o f(x):=-3, 0z

g(X'Y)::m—“é—o.z. o o o & .
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