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Věta o ťrech potenciálech

Věta o ťrech potenciálech.

Necht’ Ω ⊂ R3 je omezená oblast s dost hladkou hranićı a u ∈ C 2(Ω). Pak pro
každé x ∈ Ω plat́ı

u(x) =−
∫

Ω

1

4π

1

‖x − y‖
∆u(y) dy+

+

∫
∂Ω

1

4π

1

‖x − y‖
du

dn
(y) dsy −

∫
∂Ω

d

dny

( 1

4π

1

‖x − y‖

)
u(y) dsy .

v(x , y) :=
1

4π

1

‖x − y‖
... fundamentálńı řešeńı Laplaceova operátoru v R3
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Věta o ťrech potenciálech

klasické řešeńı Dirichletovy - Neumannovy úlohy

Uvažujme Dirichletovu - Neumannovu úlohu

(DN)


−∆u = f v Ω,

u = g1 na Γ1,

du

dn
= g2 na Γ2,

kde Ω ⊂ R3 je omezená oblast s dost hladkou hranićı ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2, g1 ∈ C (Γ1),
g2 ∈ C (Γ2), f ∈ C (Ω). Z věty o ťrech potenciálech vyplývá:

je-li u ∈ C 2(Ω) klasickým řešeńım úlohy (DN), plat́ı pro každé x ∈ Ω

u(x) =

∫
Ω

1

4π

1

‖x − y‖
f (y) dy+

+

∫
∂Ω

1

4π

1

‖x − y‖
du

dn
(y) dsy −

∫
∂Ω

d

dny

( 1

4π

1

‖x − y‖

)
u(y) dsy .

Problém:
du

dn
(y) = ? na Γ1, u(y) = ? na Γ2.
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Věta o ťrech potenciálech

hraničńı integrálńı rovnice

Zjistili jsme, že pro každé x̃ ∈ Ω plat́ı

u(x̃) =

∫
Ω

1

4π

1

‖x̃ − y‖
f (y) dy+

+

∫
∂Ω

1

4π

1

‖x̃ − y‖
du

dn
(y) dsy −

∫
∂Ω

d

dny

( 1

4π

1

‖x̃ − y‖

)
u(y) dsy .

Odtud limitńım p̌rechodem (Ω 3 x̃ → x ∈ ∂Ω) dostaneme, že pro každé x ∈ ∂Ω
plat́ı

u(x) =

∫
Ω

1

4π

1

‖x − y‖
f (y) dy +

∫
∂Ω

1

4π

1

‖x − y‖
du

dn
(y) dsy+

+
1

2
u(x)−

∫
∂Ω

d

dny

( 1

4π

1

‖x − y‖

)
u(y) dsy ,



Metoda hraničńıch prvk̊u a ...

Věta o ťrech potenciálech

hraničńı integrálńı rovnice

to znamená, že pro každé x ∈ ∂Ω plat́ı

1

2
u(x) =

∫
Ω

1

4π

1

‖x − y‖
f (y) dy︸ ︷︷ ︸

=:N0(f )(x)

+

+

∫
∂Ω

1

4π

1

‖x − y‖
du

dn
(y) dsy︸ ︷︷ ︸

=:V ( du
dn )(x)

−
∫
∂Ω

d

dny

( 1

4π

1

‖x − y‖

)
u(y) dsy︸ ︷︷ ︸

=:K(u)(x)

.

Zjistili jsme, že pro řešeńı u ∈ C 2(Ω) úlohy (DN) na ∂Ω plat́ı

1

2
u = V (

du

dn
)− K (u) + N0(f ).
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

prostor H1(Ω)

Nyńı se pokuśıme vše zobecnit i pro slabá řešeńı. Kĺıčová otázka je, kde (v jakých
prostorech) hledat zobecněńı funkćı u ∈ C 2(Ω); u|∂Ω, du

dn ∈ C (∂Ω).

Nejďŕıve si p̌ripomeňme si definici Sobolevova prostoru H1(Ω), kde Ω ⊂ R3 je
omezená oblast s lipschitzovskou hranićı, a větu o stopách.

H1(Ω) := {u ∈ L2(Ω) :
∂u

∂xi
∈ L2(Ω) pro každé i} = C∞(Ω)

‖·‖1
,

‖u‖1 :=

√∫
Ω

u2 dx +

∫
Ω

|∇u|2 dx .

Věta o stopách.

Existuje právě jedno spojité lineárńı zobrazeńı

T : H1(Ω)→ L2(∂Ω)

takové, že
∀u ∈ C∞(Ω) : Tu = u|∂Ω.
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

prostor H
1
2 (∂Ω)

Dá se ukázat, že operátor stop T : H1(Ω)→ L2(∂Ω) nenı́ na.
Definujme prostor stop

H
1
2 (∂Ω) := T (H1(Ω)), ‖g‖ 1

2
:= inf

{
‖v‖1 : v ∈ H1(Ω), Tv = g

}
.

Dá se ukázat, že H
1
2 (∂Ω) je Hilbert̊uv prostor.

Problémem z̊ustává, kde hledat (jak definovat) du
dn .

Inspiraćı může být zobecněná Greenova věta. Z ńı plyne, že pro každé u ∈ C 2(Ω)
a v ∈ H1(Ω) plat́ı ∫

Ω

−∆uv dx =

∫
Ω

∇u∇v dx −
∫
∂Ω

du

dn
Tv dsx ,

a proto taky ∫
∂Ω

du

dn
Tv dsx =

∫
Ω

∆uv dx +

∫
Ω

∇u∇v dx .
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

prostor H
1
2 (∂Ω)

Věta o spojitém rozš́ı̌reńı.

Existuje spojité lineárńı zobrazeni

ε : H
1
2 (∂Ω)→ H1(Ω)

takové, že
∀g ∈ H

1
2 (∂Ω) : T

(
ε(g)

)
= g .

Definice.

Pro každou funkci

u ∈ H1
∆ := {u ∈ H1(Ω) : ∆u ∈ L2(Ω)}

definujme zobrazeńı
du

dn
: H

1
2 (∂Ω)→ R

p̌redpisem
du

dn
(g) :=

∫
Ω

∆u ε(g) dx +

∫
Ω

∇u∇ε(g) dx .
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

prostory H1
∆(Ω), H

− 1
2 (∂Ω)

Dá se ukázat, že

pro každé u ∈ H1
∆(Ω) = {u ∈ H1(Ω) : ∆u ∈ L2(Ω)} je

du

dn
∈
(

H
1
2 (∂Ω

)∗
=: H−

1
2 (∂Ω);

pro každé u ∈ C 2(Ω) a g ∈ H
1
2 (∂Ω) je

du

dn
(g) =

∫
∂Ω

du

dn
g dsx =

∫
∂Ω

(
3∑

i=1

∂u

∂xi
ni

)
g dsx ;

pro každé u ∈ H2(Ω) a g ∈ H
1
2 (∂Ω) je

du

dn
(g) =

∫
∂Ω

(
3∑

i=1

T
( ∂u

∂xi

)
ni

)
g dsx ;

{(u|∂Ω, du
dn ) : u ∈ C∞(Ω)} je hustým podprostorem H

1
2 (∂Ω)× H−

1
2 (∂Ω).
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

Zobecněná věta o ťrech potenciálech

Věta o ťrech potenciálech.

Necht’ Ω ⊂ R3 je omezená oblast s dost hladkou hranićı a u ∈ C 2(Ω). Pak pro
každé x ∈ Ω plat́ı

u(x) =−
∫

Ω

1

4π

1

‖x − y‖
∆u(y) dy+

+

∫
∂Ω

1

4π

1

‖x − y‖
du

dn
(y) dsy −

∫
∂Ω

d

dny

( 1

4π

1

‖x − y‖

)
u(y) dsy .

Zobecněná věta o ťrech potenciálech.

Necht’ Ω ⊂ R3 je omezená oblast s lipschitzovskou hranićı a u ∈ H1
∆(Ω).

Pak v Ω plat́ı

u(x) =−
∫

Ω

1

4π

1

‖x − y‖
∆u(y) dy+

+
du

dn

( 1

4π

1

‖x − y‖
)
−
∫
∂Ω

d

dny

( 1

4π

1

‖x − y‖

)
T (u(y)) dsy .
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

hraničńı integrálńı rovnice

Připomeňme si: je-li u ∈ C 2(Ω), −∆u = f v Ω, plat́ı pro každé x ∈ ∂Ω

1

2
u(x) =

∫
Ω

1

4π

1

‖x − y‖
f (y) dy︸ ︷︷ ︸

=:N0(f )(x)

+

+

∫
∂Ω

1

4π

1

‖x − y‖
du

dn
(y) dsy︸ ︷︷ ︸

=:V ( du
dn )(x)

−
∫
∂Ω

d

dny

( 1

4π

1

‖x − y‖

)
u(y) dsy︸ ︷︷ ︸

=:K(u)(x)

,

tzn.
1

2
u = V (

du

dn
)− K (u) + N0(f ).

Odtud plyne (dá se ukázat, že existuje V−1)

du

dn
= V−1

(1

2
I + K

)
(u)− V−1

(
N0(f )

)
.
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

Steklov̊uv - Poincarého operátor

Situaci lze zobecnit: je-li u ∈ H1
∆(Ω), −∆u = f a Tu = g , plat́ı

du

dn
= V−1

(1

2
I + K

)
(g)︸ ︷︷ ︸

=:Sg

−V−1
(
N0(f )

)︸ ︷︷ ︸
=:Nf

.

S : H
1
2 (∂Ω)→ H−

1
2 (∂Ω) ... Steklov̊uv - Poincarého operátor,

N : L2(Ω)→ H−
1
2 (∂Ω) ... Newtonův potenciál.

{
−∆u = f v Ω

u = g na ∂Ω
99K u = u1 + u2 99K

{
−∆u1 = 0

u1 = g
,

{
−∆u2 = f

u2 = 0

du

dn
=

du1

dn︸︷︷︸
=Sg

+
du2

dn︸︷︷︸
=−Nf

.
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

slabé hraničńı řešeńı Dirichletovy - Neumannovy úlohy

(DN)


−∆u = f v Ω,

u = 0 na Γ1,

du

dn
= h na Γ2,

kde Ω ⊂ R3 je omezená oblast s lipschitzovskou hranićı ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2,
Γ1 má

”
kladnou ḿıru“, h ∈ L2(Γ2), f ∈ L2Ω).

Slabým řešeńım úlohy (DN) rozuḿıme funkci

u ∈ W := {v ∈ H1(Ω) : Tv = 0 na Γ1}
takovou, že

∀v ∈ W :
∫

Ω
∇u∇v dx =

∫
Ω

fv dx +
∫

Γ2
hTv ds.

Slabým hraničńım řešeńım úlohy (DN) rozuḿıme funkci

u ∈W := {v ∈ H
1
2 (∂Ω) : v = 0 na Γ1}

takovou, že
∀v ∈W : 〈Su, v〉 = 〈Nf , v〉+

∫
Γ2

hv ds.
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

slabé hraničńı řešeńı Signoriniho problému

(SP)



−∆u = f v Ω,

u = 0 na Γu,

du

dn
= 0 na Γf ,

u − g ≥ 0 na Γc ,

du

dn
≥ 0 na Γc ,

du

dn
(u − g) = 0 na Γc ,

kde Ω ⊂ R2 je omezená oblast s dost hladkou hranićı ∂Ω = Γu ∪ Γf ∪ Γc ,
f ∈ L2(Ω) a g ∈ L2(Γc).

Slabým řešeńım úlohy (SP) rozuḿıme funkci

u ∈ K := {v ∈ H1(Ω) : Tv = 0 na Γu, Tv − g ≥ 0 na Γc}
takovou, že

∀v ∈ K :
∫

Ω
∇u∇(v − u) dx ≥

∫
Ω

f (v − u) dx .
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

slabé hraničńı řešeńı Signoriniho problému

(SP)



−∆u = f v Ω,

u = 0 na Γu,

du

dn
= 0 na Γf ,

u − g ≥ 0 na Γc ,

du

dn
≥ 0 na Γc ,

du

dn
(u − g) = 0 na Γc ,

kde Ω ⊂ R2 je omezená oblast s dost hladkou hranićı ∂Ω = Γu ∪ Γf ∪ Γc ,
f ∈ L2(Ω) a g ∈ L2(Γc).

Slabým hraničńım řešeńım úlohy (SP) rozuḿıme funkci

u ∈ K := {v ∈ H
1
2 (∂Ω) : v = 0 on Γu, v − g ≥ 0 on Γc}

takovou, že
∀v ∈ K : 〈Su, v − u〉 ≥ 〈Nf , v − u〉.
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Slabé řešeńı a hraničńı integrálńı rovnice

slabé hraničńı řešeńı Signoriniho problému

(SP)



−∆u = f v Ω,

u = 0 na Γu,

du

dn
= 0 na Γf ,

u − g ≥ 0 na Γc ,

du

dn
≥ 0 na Γc ,

du

dn
(u − g) = 0 na Γc ,

kde

Ω := {(x , y) ∈ R2 : x2 + y 2 < 1
9},

Γu := {(x , y) ∈ ∂Ω : |x | ≤
√

2
6 , y > 0},

Γc := {(x , y) ∈ ∂Ω : |x | ≤
√

2
6 , y < 0},

Γf := ∂Ω \ {Γu ∪ Γc},
f (x) := −3,

g(x , y) :=
√

1
18 − x2 −

√
2

6 − 0.2.
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